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Resumo Este artigo explora a utilizacdo da desfuncionalizacdo como
uma técnica de prova de programas de ordem superior. A desfuncionali-
zagao consiste em substituir valores funcionais por uma representacao de
primeira ordem. O seu interesse é portanto poder utilizar posteriormente
uma ferramenta de prova de programas existente, sem ser necessario es-
tender esta ferramenta com suporte para ordem superior. Este artigo
ilustra e discute esta abordagem através de diversos exemplos praticos,
construidos e validados na ferramenta de verificagdo dedutiva Why3.

1 Introdugao

Um programa de ordem superior é um programa que utiliza fun¢ées como va-
lores de primeira classe. Em tais programas, fungoes podem ser passadas como
argumentos a outras fungoes ou devolvidas como o resultado de computagoes. O
conceito de ordem superior é amplamente conhecido e utilizado em linguagens
ditas funcionais, tais como OCaml, Haskell ou SML. Recentemente, linguagens
como Java ou C++ introduziram suporte para funcgoes de ordem superior.

A prova de correc¢ao de programas de ordem superior coloca desafios com-
plexos, em particular no contexto de programas com efeitos. Metodologias exis-
tentes [2/10] empregam assistentes de prova interactivos e uma codifica¢do dos
efeitos directamente na logica destes assistentes de prova. No contexto de prova
automaética de programas, Kanig e Fillidtre [8] propuseram um sistema de tipos
e efeito, assim como um célculo de pré-condigbes mais fracas, com o propoésito
de especificar e provar a corregao funcional de programas de ordem superior. No
entanto, tal sistema é dificil de utilizar de forma escalavel.

Neste artigo, propomos uma nova metodologia para a verificagao de progra-
mas de ordem superior com efeitos. Exploramos a ideia de empregar a técnica
de desfuncionalizagao para verificar tais programas. A utilizacdo da desfunci-
onalizagdo permite-nos obter um programa de primeira ordem equivalente ao
programa de ordem superior original. Assim, podemos recorrer a ferramentas de
prova de primeira ordem existentes, sem que para tal seja necessario estender tais
ferramentas com suporte para a ordem superior. Esta técnica apresenta como
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limitagao o facto de ser necesséario conhecer a priori todas as fungoes que serao
utilizadas como valores de primeira classe. Mesmo se, teoricamente, tal nos im-
pede de aplicar a técnica de desfuncionalizagao para provar qualquer programa, é
possivel identificar uma classe interessante e representativa de programas de or-
dem superior aos quais nos é possivel aplicar a desfuncionalizacdo para provar a
sua correcgao. Neste artigo, apresentamos a nossa abordagem através de diversos
exemplos escritos e verificados no sistema de prova de programas Why3 |[6].

O codigo Why3 apresentado neste artigo pode ser encontrado em https://
mariojppereira.github.io/defunc/. Uma versao estendida deste documento
pode ser encontrada em http://arxiv.org/abs/1905.08368. Este artigo es-
tende e actualiza os resultados preliminares apresentados numa primeira versao
nao publicada deste trabalho |11].

2 Desfuncionalizagao

A desfuncionalizac¢do é uma técnica de transformacio de programas de ordem su-
perior para programas de primeira ordem. Esta técnica foi introduzida por Rey-
nolds [15] como forma de obter um interpretador de ordem superior a partir de
um interpretador de primeira ordem. Recentemente, esta técnica tem sido ampla-
mente explorada por Danvy et al. [3[|4]. Em particular, estes autores mostraram
de que forma é possivel derivar maquinas abstractas para diferentes estratégias
de avaliagdo do céalculo-lambda a partir de interpretadores composicionais [1].

Passamos a explicar o principio da desfuncionalizacao através de um exemplo
escrito em OCamﬂ Consideremos o programa que calcula a altura de uma arvore
binaria, escrito em estilo CPS [12]:

type ’a tree = E | N of ’a tree * ’a * ’a tree

let rec height_tree_cps (t: ’a tree) (k: int — ’b) : ’b = match t with
| E— kO
| N (1, x, ¥) —
height_tree_cps 1 (fun hl —
height_tree_cps r (fun hr — k (1 + max hl hr)))

let height_tree t = height_tree_cps t (fun x — x)

Este programa foi propositadamente escrito em estilo CPS para evitar quaisquer
problemas de stack overflow, independentemente da forma da arvore. A transfor-
macao CPS pode ser usada como um meio automatico para evitar problemas de
stack overflow, desde que o compilador optimize chamadas recursivas terminais.

Chamamos a atengao para a presenga, na fungdo height_tree_cps, do ar-
gumento k do tipo int — ’b. E a utilizacdo deste argumento que confere a
fungdo height_tree_cps a sua natureza de ordem superior. Este argumento
actua como uma continua¢do, ou seja, ao invés de devolver um resultado, a fun-
¢ao height_tree_cps passa-o como argumento a k. No caso da arvore vazia

! Este codigo pode ser facilmente adaptado a qualquer linguagem que suporte funcdes
como valores de primeira classe.
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(primeiro ramo da filtragem), por exemplo, aplicamos k a 0 em detrimento de
devolver directamente tal resultado.

Trés funcoes andnimas sao utilizadas no coédigo do programa que calcula a al-
tura da arvore. Na chamada height_tree_cps 1 a continuacao (fun hl — ...)
é aplicada ao resultado do calculo da altura da sub-arvore esquerda 1. O argu-
mento hl representa a altura de 1 j& calculada. No interior desta continua-
¢ao encontramos uma segunda chamada recursiva com uma outra continuagao,
desta vez sobre a sub-arvore direita r. Aquando da aplicacao da fungdo anoénima
(fun hr — ...), conhecemos j& todos os ingredientes necessarios para calcular
a altura da arvore inicial t. Também neste caso nao devolvemos directamente
o resultado da expressdo 1 + max hl hr, mas é sim passado a k. A terceira e
dltima fungao anénima que encontramos neste programa é a fungao identidade
(fun x — x). A aplicacao desta funcao garante que o resultado devolvido por
height_tree t é de facto a altura da arvore t.

Para desfuncionalizar este programa, precisamos de uma representagao de
primeira ordem para as trés abstracgoes utilizadas. Para isso, substituimos o
tipo funcional por um tipo algébrico, através do qual capturamos os valores das
variaveis livres utilizadas em cada fungao. Para o exemplo apresentado acima,
introduzimos o tipo seguinte:

type ’a kont = Kid | Kleft of ’a tree * ’a kont | Kright of ’a kont * int

O construtor Kid representa a funcao identidade e por isso nao contém variéveis
livres. Os construtores Kleft e Kright representam, respectivamente, as fungoes
(fun hl1 — ...) e (fun hr — ...). Os seus argumentos capturam as varia-
veis livres utilizadas em cada uma das duas fungoes. No caso de Kleft guardamos
a sub-arvore r e a continuacao k; no caso de Kright o primeiro argumento é o
valor de k e o segundo representa hl, a altura da sub-arvore esquerda.

Tendo entre maos uma representagao de primeira ordem, podemos agora
proceder & substituicao de todas as abstraccoes pelo construtor de ’a kont
correspondente:

let rec height_tree_cps t (k: ’a kont) = match t with
| E — 7?77 (# aplicar k desfuncionalizado ao seu argumento *)
| N (1, x, r) — height_tree_cps 1 (Kleft (r, k))

let height_tree t = height_tree_cps t Kid

A segunda etapa do processo de desfuncionalizagao consiste em introduzir uma
fungao apply para substituir as aplicagbes no programa original. Esta funcao
aceita como argumentos um valor do tipo ’a kont sobre o qual realizamos uma
anélise por casos. Para cada construtor, a fungdo apply executa o codigo da
abstracgao que corresponde a esse mesmo construtor. O segundo argumento de
apply trata-se do argumento da aplicagdo no programa original. A funcao apply
para o nosso exemplo é a seguinte:

let rec apply (k: ’a kont) (arg: int) = match k with
| Kid — let x = arg in x
| Kleft (r, k) — let hl = arg in height_tree_cps r (Kright (k, hl))



| Kright (k, hl) — let hr = arg in apply k (1 + max hl hr)

Para obter o programa completamente desfuncionalizado, basta entao substituir
todas as aplicagoes da continuacao k por chamadas & funcao apply. O codigo
completo deste exemplo pode ser encontrado no Apéndice [A71]

3 Prova por desfuncionalizagao

Nesta seccao exploramos a ideia de utilizar a desfuncionalizagao como uma téc-
nica de prova para programas de ordem superior com efeitos. A nossa proposta
é a seguinte: (1) dado um programa de ordem superior (possivelmente contendo
efeitos), instrumentamos tal programa com uma especificagao logica; (2) desfun-
cionalizamos este programa e ao mesmo tempo traduzimos a sua especificacao,
para que esta se torne uma especificacdo do programa desfuncionalizado; (3)
utilizamos uma ferramenta de verificagao de programas existente para construir
uma prova de que o programa desfuncionalizado respeita a sua especificagao. Pas-
samos a ilustrar esta proposigao através de diferentes exemplos: o programa que
calcula a altura de uma &arvore (Sec. ; um programa que calcula o niimero
de elementos distintos de uma arvore (Sec. ; um interpretador small-step
para uma pequena linguagem (Sec. . Todas as experiéncias descritas sao re-
alizadas com ajuda da ferramenta de verificagdio Why3. Como actualmente esta
ferramenta ndo nos permite racionar um programa de ordem superior arbitrario,
todos os exemplos de especificacdo de programas de ordem superior sao escritos
num sistema hipotético, uma possivel extensdo do Why3.

3.1 Altura de uma arvore

Recuperemos o exemplo da Sec. 2l A fim de especificar este programa, deve-
mos instrumentar as fun¢oes height_tree_cps e height_tree com contratos.
A funcdo height_tree devolve a altura da arvore t passada como argumento,
tal como especificamos na sua poés-condicgao:

let height_tree (t: tree ’a) : int
ensures { result = height t }
= height_tree_cps t (fun x — x)

Aqui, result trata-se de uma palavra reservada do Why3 que representa o valor
devolvido e height é uma fungdo logica, presente na biblioteca standard do
Why3, que devolve a altura de uma arvore.

O valor devolvido pela funcao height_tree_cps é o resultado da aplicagao da
continuacao k a altura da arvore t. Seria assim natural equipar height_tree_cps
com a poés-condicao result = k (height t). No entanto, esta especificagao
coloca-nos o problema de como interpretar a utilizagao de fungoes de programa
na logica. Em geral, tal utilizagao pode introduzir incoeréncias légicas, ja que
fungoes de programa podem conter efeitos, e.g., divergéncia. Fazemos entao a
escolha de restringir a nossa linguagem de especificacao: podemos utilizar no-
mes de fungoes, mas impomos uma barreira de abstracgao entre o mundo logico



e o programa. Para isso, adoptamos um sistema no qual as fungoes sao abs-
traidas sob a forma de um par de predicados que representam as suas pré- e
pos-condigao [14]. Assim, no interior de uma férmula logica, uma fungdo f do
tipo 71 — 7 é vista como o par de predicados

pre f : 7 — prop
post f : 71 — 7o — prop

Utilizamos pre f e post f para nos referirmos a pré-condigdo e a pos-condigao
de f, respectivamente.

Podemos entao escrever, utilizando a notagao apresentada acima, o seguinte
contrato para a fungdo height_tree_cps:

let rec height_tree_cps (t: tree ’a) (k: int — ’b) : ’b
ensures { post k (height t) result }

Esta pos-condigdo impoe uma relagao entre o valor passado a k (a altura de t) e
o resultado devolvido (result). Seguindo a nossa metodologia, podemos igual-
mente fornecer contratos as fungoes anonimas utilizadas:

let rec height_tree_cps (t: tree ’a) (k: int — ’b) : ’b
ensures { post k (height t) result }
= match t with
| Empty — k O
| Node 1 x r —
height_tree 1 (fun hl —
ensures { post k (1 + max hl (height r)) result }
height_tree r (fun hr —
ensures { post k (1 + max hl hr) result }
k (1 + max hl hr)))
end

Para a primeira abstraccao, especificamos que o resultado da sua aplicagao se
relaciona com a altura da arvore completa, através da altura hl da sub-arvore
esquerda e da altura da sub-arvore direita, que ainda nao conhecemos. Juntamos
a segunda abstracgao uma poés-condigao semelhante, com a nuance de que no
momento de aplicar esta fungao ja conhecemos a altura hr.

Procedemos agora & desfuncionalizagao deste programa, assim como da sua
especificacao, para em seguida provar a sua correcgao funcional com a ajuda da
ferramenta Why3. O cdédigo completo obtido apos desfuncionalizagdo pode ser
encontrado no Apéndice

A especificagdo do programa desfuncionalizado é a mesma do programa ori-
ginal. Em particular, mantemos a nossa utilizacao da projeccdo post para a
pos-condi¢ao de height_tree_cps. Precisamos entao de fornecer uma especifi-
cagao a funcao apply, a nova fungao gerada pelo processo de desfuncionalizacao.
Como a fungao apply simula a aplicacao de uma fungao ao seu argumento, a
unica especificagdo que lhe podemos fornecer é a de que a sua poés-condicao é
a pos-condigao da fun¢do k. Da mesma forma, a pré-condi¢do de apply seria a
pré-condigao de k, & qual podemos aceder utilizando a projecgao pre.



Finalmente, é necessario introduzir o predicado post na especificagao 16-
gica desfuncionalizada. Para tal, criamos um predicado post que redne as pos-
condigoes fornecidas no programa original. Tal como para a fungao apply, um tal
predicado efectua uma filtragem sobre o tipo algébrico kont ’a e para cada cons-
trutor copiamos a poés-condi¢do fornecida na abstracgdo correspondente. Para
este exemplo, o predicado post é o seguinte:

predicate post (k: kont ’a) (arg result: int) = match k with

| Kid — let x = arg in x = result

| Kleft r k> — let hl = arg in post k’ (1 + max hl (height r)) result
| Kright hl k> — let hr = arg in post k’ (1 + max hl hr) result

end

Como pods-condigao do construtor Kid utilizamos a pos-condicao trivial. Esta
férmula representa a pos-condicao mais forte desta fungao, podendo ser automa-
ticamente inferida. Utilizando a ferramenta Why3 sobre este programa, todas as
obrigacoes de prova geradas sao automaticamente provadas por SMTSﬂ

Um aspecto importante a ressalvar é de que a forma como desfuncionalizidmos
este programa e a sua especificagao, em particular a forma de construir o predi-
cado post e o contrato da fungao apply, pode ser mecanizada. Podemos assim
conceber uma ferramenta que recebe um programa de ordem superior anotado,
que o desfuncionaliza e finalmente o envia a ferramenta Why3.

3.2 Nuamero de Elementos Distintos de uma Arvore

O proximo exemplo apresenta um programa com o proposito de calcular o ni-
mero de elementos distintos de uma &arvore binéria, com complexidade linear no
nimero de nés da arvore. Como anteriormente, adoptamos um estilo CPS para
evitar qualquer problema de stack overflow. Este programa difere do da secgao
anterior pela presenga de efeitos. Utilizamos um conjunto mutével (uma refe-
réncia para um conjunto finito) a fim de guardar os elementos ja encontrados.
No final do programa devolvemos o cardinal deste conjunto, obtendo assim o
namero de elementos distintos na arvore. Segue-se a implementacdo em Why3:

let n_distinct_elements (t: tree ’a) : int =
let h = ref empty in
let rec distinct_elements_loop (t: tree ’a) (k: unit — °’b) : ’b =
match t with
| Empty — k O
| Node 1 x r —
h := add x 'h;
distinct_elements_loop 1 (fun () —
distinct_elements_loop r (fun O — k ()))
end in
distinct_elements_loop t (fun x — x);
cardinal !'h

2 Neste artigo omitimos a prova de terminacio dos diferentes exemplos. A versio
estendida deste artigo, assim como codigo disponibilizado online, apresentam provas
de corregao total.



As operagoes sobre conjuntos utilizadas neste programa provém da biblioteca
standard do Why3. As continuagdes presentes neste programa tém uma utilizagao
semelhante as que podemos encontrar no programa da Sec. [3.1} A sub-arvore es-
querda é tratada pela chamada distinct_elements_loop 1 (fun () — ...);
a chamada distinct_elements_loop r (fun () — ...) trata a sub-arvore
direita; para assegurar que de facto devolvemos o resultado correcto, a primeira
chamada a distinct_elements_loop no interior de distinct_elements é feita
com a funcgao identidade.

Estando escrito em estilo CPS, este programa combina a utilizagao de ordem
superior com efeitos. Devemos, por isso, considerar a nocao de estado do pro-
grama na sua especificagdo. Para tal, modificamos a representacao das funcoes
ao nivel da logica, segundo a tese de J. Kanig [7]. Introduzimos, em primeiro
lugar, um novo tipo state e estendemos o tipo das projecgoes como se segue:

pre f : 1 — state — prop
post f: 7 — state — state — 75 — prop

O argumento extra da pré-condi¢ao corresponde ao estado no momento da cha-
mada da fungao. Os dois argumentos extra da pds-condigao representam, respec-
tivamente, o estado antes e apds a execugao da fungao. A natureza do tipo state
dependeré das fungoes consideradas. Para este exemplo, o estado é simplesmente
set ’a.

Para especificar n_distinct_elements e distinct_elements_loop utiliza-
mos uma funcdo logica set_of_tree, que representa o conjunto légico de todos
os elementos de uma arvore. Damos a fungdo n_distinct_elements o seguinte
contrato:

let n_distinct_elements (t: tree ’a) : int
ensures { result = cardinal (set_of_tree t) }

Especificamos distinct_elements_loop e as continuagoes utilizadas de forma
semelhante:

let rec distinct_elements_loop (t: tree ’a) (k: unit — unit) : unit
ensures { post k () (set_of_tree_acc t (old 'h)) 'h O }
= match t with
| Empty — k O
| Node 1 x r —
h := add x 'h;
distinct_elements_loop 1 (fun () —
ensures { post k () (set_of_tree_acc r (old 'h)) 'h O }
distinct_elements_loop r (fun () —
ensures { post k () (old 'h) 'h O } k ()))
end

A funcao logica set_of_tree_acc representa a reuniao do conjunto de elemen-
tos de uma arvore (primeiro argumento) com um conjunto acumulador (segundo
argumento). A poés-condigdo de distinct_elements_loop carece de uma ex-
plicagao detalhada. Dado que utilizamos a continugao k no seu interior, a pos-



condicdo desta funcdo depende da pos-condicdo de k. E assim necessario ca-
racterizar o estado do programa quando chamamos k e o estado apds a sua
execugao. Este altimo é o estado obtido apds a execugao, por inteiro, da fungao
distinct_elements_loop, representado pelo valor contido na referéncia h. O
estado inicial é mais subtil. Recordemos que no momento de aplicar k teremos
j& percorrido toda a arvore t. Assim, o estado a partir do qual chamamos a fun-
¢ao k é o conjunto de todos os elementos de t reunidos com o valor contido em h
no momento da chamada a distinct_elements_loop. Podemos recuperar este
valor através da etiqueta o1d do Why3, que nos permite aceder ao valor contido
numa referéncia no momento de chamada a uma funcao.

A especificagao das continuagoes utilizadas no interior das chamadas recur-
sivas a distinct_elements_loop segue o raciocinio que acabamos de descre-
ver. As pos-condigoes destas duas abstracgdes dependem, igualmente, da pos-
condi¢ao de k. Na chamada a distinct_elements_loop 1, especificamos na
pos-condigao da sua continuagao que o estado com o qual aplicaremos a conti-
nuacao é set_of_tree r (old 'h). Aqui, old !'h representa o estado antes de
se aplicar a continuagao, isto é, apods se ter percorrido a sub-arvore 1. Como esta
continuagao é utilizada para percorrer toda a sub-arvore direita, no momento
de se aplicar k a referéncia h contém, assim, o conjunto dos elementos distintos
de 1 e x, que juntamos inicialmente. Finalmente, a continuagao para a aplicagao
distinct_elements_loop r apenas aplica k e por isso esta aplicagdo é feita
com o estado inicial 01d !'h, exactamente o estado antes da chamada a k.

Para desfuncionalizar este programa e traduzir a sua especificagao, comega-
mos por introduzir o tipo algébrico que representa as continuagoes:

type kont ’a = Kid | Kleft (tree ’a) (kont ’a) | Kright (kont ’a)

Os tnicos efeitos produzidos neste exemplo sdo o acesso (para escrita e leitura) a
referéncia h. Assim, podemos definir o tipo state como sendo o tipo dos valores
guardados em h:

type state ’a = set ’a
Finalmente, introduzimos o predicado post:

predicate post (k: kont ’a) (arg: unit) (old cur: state ’a) (result: unit)
= match k with
| Kid — let () = arg in old = cur
| Kleft r k — let () = arg in post k () (set_of_tree_acc r old) cur result
| Kright k — let () = arg in post k () old cur result
end

Para o caso da funcao identidade, este predicado especifica que o estado a saida
da fungdo é o mesmo que a entrada. Utilizando esta definicao de post, podemos
gerar a fun¢do apply com a sua especifica¢ao, como se segue:

let rec apply (k: kont ’a) (arg: unit) : unit
ensures { post k arg (old 'h) 'h O }

= match k with
| Kid — let x = arg in x



| Kleft r k — let () = arg in distinct_elements_loop r (Kright k)
| Kright k — let () = arg in apply k arg
end

Uma vez processado pelo Why3, todas as obrigacoes de prova geradas para este
programa sdo automaticamente descartadas. A implementagdo e especificagao
desfuncionalizadas para este exemplo podem ser encontradas no Apéndice [B]

3.3 Interpretador small-step

O ultimo exemplo que apresentamos é o de um interpretador small-step para
uma mini linguagem de expressoes aritméticas. A implementacao e especificagao
de ordem superior para este exemplo podem ser encontradas no Apéndice [C]
Trata-se de uma linguagem limitada a constantes literais e subtracgoes:

type exp = Const int | Sub exp exp

. ~ ~ . ~ €
Para definir uma relagao de redugao, comegamos por definir a relacao —, que
corresponde a uma reducao a cabega da expressao. Para esta linguagem existe
uma s6 regra de redugao a cabeca:

Sub (Const v;) (Const v,) - Const (vi — vs)
Para reduzir em profundidade, introduzimos agora a regra de inferéncia

e e
Cle] — Cle]

onde C representa um contexto de reducao, definido pela seguinte gramatica:

C:=0
| C[Sub O €]
| C[Sub (Const v) O]

O simbolo O representa o buraco. Definimos C[e] como sendo o contexto C' no
qual o buraco foi completamente substituido pela expressao e. A esta operagao
damos o nome de composition. O resultado desta operacao é uma nova expressao.

O ponto interessante deste exemplo é a maneira como escolhemos repre-
sentar os contextos. Em detrimento de uma representacao baseada num tipo
algébrico com trés construtores, escolhemos aqui representar um contexto como
uma func¢ao. Um contexto ¢ é assim uma fungdo que recebe como argumento
uma expressao e e devolve a expressao obtida por substituicao do buraco de c

para uma expressio e:
type context = exp — exp
O contexto vazio, o buraco, é representado pela funcao identidade:

let hole = fun x — x



Os contextos para a redugao sobre o primeiro ou sobre o segundo argumento de
Sub sao representados, respectivamente, como se segue:

let sub_left e2 ¢ = fun el — c (Sub el e2)
let sub_right v ¢ = fun el — ¢ (Sub (Const v) el)

Esta maneira de representar os contextos conduz-nos a um coédigo de ordem
superior elegante, mais compacto que um codigo utilizando um tipo concreto
para os contextos, tal como observaremos em seguida.

Tendo definida a nogao de contexto, a proxima etapa consiste na implemen-
tacdo de uma funcdo que decompOe uma expressdo e em um reder e’ e um
contexto C, tais que Cle’] = e. Para a nossa linguagem esta decomposi¢ao é
unica. Tal operagao pode ser implementada com base na seguinte funcao auxi-
liar decompose_term:

let rec decompose_term (e: exp) (c: context) : (context, exp)
requires { not (is_value e) }
returns { (c¢’, e’) — is_redex e’ A
forall res. post c e res — post ¢’ e’ res }
= match e with
| Const _ — absurd
| Sub (Const v1, Comnst v2) — (c, e)
| Sub (Const v, e) — decompose_term e (fun x —
ensures { post ¢ (Sub (Const v) x) result } ¢ (Sub (Const v) x))
| Sub (el, e2) — decompose_term el (fun x —
ensures { post ¢ (Sub x e) result } ¢ (Sub x e2))
end

Esta fungao recebe como argumento um contexto ¢ e uma expressao e que dese-
jamos decompor. Para isso, procedemos a uma analise por casos sobre a forma
da expressao e ﬂ

De notar que este programa nédo apresenta efeitos. Por isso, utilizamos uma
projeccao post de dois argumentos, semelhante ao que fizemos na Sec. A
fungéo decompose_term deve verificar a propriedade C’[e'] = C[e], C' e &’ sendo
o contexto e a expressao devolvida e C et e os argumentos. Ora, dado que
escolhemos representar os contextos como fungoes, esta operagao de composicao
corresponde precisamente & aplicagdo de um contexto ao seu argumento. A fim
de especificar esta aplicac@o, utilizamos a projec¢do post sobre um contexto e a
quantificacao universal para referir que para qualquer expressao res que verifica
post c e res, entao post ¢’ e’ res é igualmente verificada. A pos-condicao
de decompose_term assegura ainda que a expressao e’ devolvida é um redex.

Introduzimos agora a fungao decompose e a sua especificagao. Esta fungao
toma como argumento uma expressao que aplicamos a decompose_term, dando-
lhe ainda como argumento o contexto vazio, aqui representado pela funcao iden-
tidade:

let decompose (e: exp) : (context, exp)

3 O leitor notara que o codigo das fungbes hole, sub_left e sub_right se encontra
expandido na construgao dos contextos.
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requires { not (is_value e) }
returns { (c’, e’) — is_redex e’ A post ¢’ e’ e 1}
= decompose_term e (fun x — x)

Para avaliar uma expressao e em um valor, introduzimos uma funcao de iteracao
que se comporta como o fecho transitivo da relagdo —. O seu codigo Why3 é o
seguinte:

let rec red (e: exp) : int = match e with
| Const v.—» v
| - — let (c, r) = decompose e in
let r’ = head_reduction r in
red (c r’)
end

Se a expressao e é da forma Const v, esta encontra-se ja em forma normal e por
isso nao pode ser reduzida. Se, por outro lado, e nao é ainda uma constante temos
entdo de (1) decompor esta expressao no redez r e no contexto c; (2) reduzir r a
cabega e obter a expressao r’; (3) continuar a iteragdo com a expressao obtida
pela composicao de c e r’. A composi¢ao materializa-se, de uma forma elegante,
como a aplicacao de c a r’. O valor devolvido pela chamada red e deve ser o
mesmo que aquele que é devolvido por uma avaliagao big-step. Equipamos assim
red com o seguinte contrato:

let rec red (e: exp) : int
ensures { result = eval e }

onde eval e representa a semantica natural da expressao e. Procedemos agora
a desfuncionalizacdo deste exemplo para mostrar a sua correcgao em Why3. Co-
megamos por introduzir o tipo context desfuncionalizado:

type context = CHole | CApp_left context exp | CApp_right int context

A partir das abstracc¢oes presentes no programa original, podemos gerar a funcao
apply conjuntamente com a sua especificagdo, como procedemos para os exem-
plos anteriores. O predicado post pode ser deduzido a partir das pos-condigoes
presentes no programa original:

predicate post (c: context) (arg result: exp) = match c with
| CHole — let x = arg in x = result
| CApp_left c e — let x = arg in post c¢ (Sub x e) result
| CApp_right v ¢ — let x = arg in post c (Sub (Const v) x) result
end

Para obter o programa desfuncionalizado final basta, assim como demonstrado
para os exemplos anteriores, substituir todas as aplicacoes das abstracgoes por
chamadas a apply e todas as ocorréncias dessas mesmas abstracgoes pelo cons-
trutor respectivo do tipo context desfuncionalizado.

Todas as obrigagbes de prova geradas pelo Why3 para o programa desfun-
cionalizado e a respectiva especificacao seriam provadas, excepto a validade da
pos-condi¢ao da fungao red. Para melhor guiar os demonstradores automaéticos
e descartar esta pos-condigao, introduzimos o seguinte lema auxiliar:
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lemma post_eval: forall c¢ argl arg2 ril r2.
eval argl = eval arg2 — post c argl rl — post c arg2 r2 —
eval rl = eval r2

Este lema exprime que para qualquer expressao argl e arg2 cuja a avaliacao
produz o mesmo valor, entao as expressoes obtidas pela composi¢cao de argl e
arg2 com o mesmo contexto ¢ devem-se avaliar no mesmo valor. Provamos este
resultado por indugao sobre c. Com este lema auxiliar, a pés-condigao de red é
automaticamente descartada. O enunciado deste lema quantifica universalmente
sobre valores do tipo context. Escrever tal enunciado directamente sobre o pro-
grama de ordem superior poderia conduzir a uma contradi¢ao, visto que nao
nos é possivel afirmar tal resultado para qualquer funcao do tipo exp — exp.
Ainda assim, seria interessante ter um mecanismo que nos permitisse escrever
este género de enunciados no codigo original (restringindo as fungoes abstractas
aceites), traduzindo-os automaticamente para o codigo desfuncionalizado.

4 Discussao e perspectivas

Neste artigo exploramos a utilizacao da desfuncionalizagao como uma técnica
de prova para programas de ordem superior contendo potencialmente efeitos.
O que propomos é que um programa de ordem superior seja directamente ano-
tado, e em seguida desfuncionalizar este programa e a sua especificagao para um
programa de primeira ordem. Uma ferramenta de verificagao dedutiva existente
pode ser entao utilizada para demonstrar a correcgao deste programa. Ilustramos
a nossa proposta através de trés exemplos desfuncionalizados (manualmente). Os
programas de primeira ordem obtidos foram automaticamente verificados no sis-
tema Why3. A utilizacao da desfuncionalizagdo num contexto de prova é, tanto
quanto sabemos, nova.

O trabalho apresentado neste artigo mantém-se, por agora, exploratorio. Uti-
lizamos a desfuncionalizagao para provar diversos exemplos de programas de
ordem superior e os resultados encorajam-nos a continuar a exploracao desta
metodologia. O nosso objectivo é melhorar e formalizar a nossa utilizagdo da
desfuncionalizagdo sobre programas de ordem superior. O primeiro passo sera
definir formalmente a classe de programas sobre os quais esta técnica pode ser
aplicada, a fim de compreender se a desfuncionalizacao pode ser utilizada como
uma técnica robusta de prova de programas de ordem superior com efeitos.

A fungao apply, gerada durante a desfuncionalizacao, procede por anélise de
casos sobre cada fung@o presente no programa original, onde cada ramo corres-
ponde & definicao da abstraccao correspondente. Assim, cada um destes ramos
deve devolver um valor do mesmo tipo, o que é apenas verdade quando todas as
abstracgoes do programa tém o mesmo tipo 7, — 7. Para resolver este problema,
Pottier e Gauthier [13| propuseram a utilizacao de tipos algébricos generaliza-
dos (do inglés generalized algebraic data types, GADT) para desfuncionalizar um
programa contendo abstraccoes de diferentes tipos. Tal solug@o interessa-nos e
por isso pretendemos estudar possiveis mecanismos para estender a linguagem e
logica do sistema Why3 com suporte para os GADT.
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Finalmente, para melhor avaliar a sua utilidade, desejamos aplicar a prova
por desfuncionalizagao a um caso de estudo mais complexo. Um bom candidato
é o algoritmo de Koda-Ruskey [9] para a enumeracao de todos os ideais de um
conjunto parcialmente ordenado. E nossa intencao partir da implementacio de
ordem superior existente deste algoritmo [5], e provar a sua correcgdo através da
nossa metodologia.
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A Calculo da Altura de uma Arvore, Desfuncionalizado

A.1 TImplementacao OCaml

type ’a tree = E | N of ’a tree * ’a * ’a tree

type ’a kont = Kid | Kleft of ’a tree * ’a kont | Kright of ’a kont * int

let rec apply (k: ’a kont) arg = match k with
| Kid — let x = arg in x
| Kleft (r, k) — let hl = arg in height_tree_cps r (Kright (k, hl))
| Kright (k, hl) — let hr = arg in apply k (1 + max hl hr)
and height_tree_cps t (k: ’a kont) = match t with
| E — apply k O
| N (1, x, r) — height_tree_cps 1 (Kleft (r, k))

let height_tree t = height_tree_cps t Kid

A.2 Implementacao Why3

type kont ’a = Kid | Kleft (tree ’a) (kont ’a) | Kright int (kont ’a)

let rec height_tree_cps (t: tree ’a) (k: kont ’a) : int
ensures { post k (height t) result }

= match t with
| Empty — apply k O
| Node 1 _ r — height_tree_cps 1 (Kleft r k)
end

with apply (k: kont ’a) (arg: int) : int
ensures { post k arg result }

= match k with
| Kid — arg
| Kleft r k — height_tree_cps r (Kright arg k)
| Kright hl k — apply k (1 + max hl arg)
end

let height_tree (t: tree ’a) : int
ensures { result = height t }
= height_tree_cps t Kid
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B Numero de Elementos Distintos de uma Arvore

function set_of_tree_acc (t: tree ’a) (s: set ’a) : set ’a =
match t with

| Empty — s
| Node 1 x r — set_of_tree r (set_of_tree 1 (add x s))
end

function set_of_tree (t: tree ’a) : set ’a = set_of_tree_acc t empty

predicate post (k: kont ’a) (arg: unit) (old cur: state ’a) (result: unit) =
match k with
| Kid — let () = arg in old == cur
| Kleft r k — let () = arg in post k () (set_of_tree_acc r old) cur result
| Kright k¥ — let () = arg in post k () old cur result
end

let n_distinct_elements (t: tree ’a) : int
ensures { result = cardinal (set_of_tree t) }
= let h = ref empty in
let rec apply (k: kont ’a) (arg: unit) : unit
ensures { post k arg (old 'h) 'h () }
= match k with
| Kid — let x = arg in x

| Kleft r k = let _ = arg in distinct_elements_loop r (Kright k)
| Kright k — let _ = arg in apply k arg
end

with distinct_elements_loop (t: tree ’a) (k: kont ’a) : unit
ensures { post k () (set_of_tree_acc t (old 'h)) 'h O }
= match t with
| Empty — apply k )
| Node 1 x r —
h := add x 'h;
distinct_elements_loop 1 (Kleft r k)
end in
distinct_elements_loop t Kid;
cardinal 'h
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C Interpretador small-step

type exp = Const int | Sub exp exp
type context = exp — exp

function eval (e: exp) : int = match e with
| Const n — n
| Sub el e2 — (eval el) - (eval e2)
end

predicate is_redex (e: exp) = match e with
| Sub (Const _) (Comnst _) — true
| _ — false
end

let head_reduction (e: exp) : exp
requires { is_redex e }
ensures { eval result = eval e }
= match e with
| Sub (Const v1) (Comnst v2) — Comnst (vl - v2)
| _ — absurd
end

predicate is_value (e: exp) = match e with Const _ — true |

_ — false end

let rec decompose_term (e: exp) (c: context) : (contex, exp)
requires { not (is_value e) }
returns { (c’, e’) — is_redex e’ A
forall res. post c e res — post ¢’ e’ res }
= match e with
| Const _ — absurd
| Sub (Const v1) (Comst v2) — (c, e)
| Sub (Const vl) e — decompose_term e (fun x —
ensures { post ¢ (Sub (Const v) x) result } ¢ (Sub (Const v) x))
| Sub (el, e2) — decompose_term el (fun x —
ensures { post ¢ (Sub x e) result } c (Sub x e2))

let decompose (e: exp) : (context, exp)

requires { not (is_value e) }

returns { (c’, e’) — is_redex e’ A post ¢’ e’ e }
= decompose_term (fun x — x) e

let red (e: exp) : int
ensures { result = eval e }
= match e with
| Const v.— v
| _ — let (c, r) = decompose e in
let r’ = head_reduction r in red (c r?’)
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